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Resumo

O presente estudo aborda o problema da construgdo dos conceitos de area e de fungdo. Foram promovidos
processos de interacdo entre os individuos da pesquisa e uma aplicagdo construida com o software GeoGebra. Por
intermédio de uma sequéncia didatica foram coletados os registros de respostas de uma situagdo-problema. A
metodologia apoiou-se na sequencia didatica proposta, que utilizou além do GeoGebra, o servico de
armazenamento de dados da Google por meio dos formularios, planilhas e Drive. A analise foi subsidiada pelos
conceitos da abstracdo reflexionante. Foram observados trés grupos de desenvolvimento, com relacGes referentes
aos conceitos de éarea e funcdo. Verificou-se que o conceito de area se estabelece a partir da construcdo do conceito
de funcéo.

Palavras-chave: Aprendizagem. Desenvolvimento Cognitivo. Abstracdo Reflexionante. Conceito de Funcéo.
Conceito de Area.

Abstract

The present study addresses the problem of the construction of the concepts of area and function. Interaction
processes between the research subjects and an application built with GeoGebra application were promoted. The
records of responses to a problem situation were collected through a didactic sequence. The methodology was
based on the proposed didactic sequence, which used, in addition to GeoGebra, Google's data storage service
through forms, spreadsheets and Drive. The analysis was supported by the concepts of Reflecting Abstraction by
Jean Piaget. Three development groups were observed, with relationships related to the concepts of area and
function. It was found that the concept of area is established from the construction of the concept of function.
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Introducéo

A matemética e as tecnologias digitais de informagdo e comunicagdo ja percorrem
juntas, e ha bom tempo, os caminhos delineados pelas diversas diretrizes nacionais que
orientam a educacdo brasileira, especialmente as das Ultimas décadas. Essa alianca é apontada
como um fator de integracdo da matematica com o cenario social mais atual, além de uma
oportunidade de criar situacGes transformadoras e de aprendizagem (BACICH; MORAN, 2018;
PAIVA; SOUSA, 2018; SILVA; BECKER, 2017; 2018a; 2018b).

Comumente ocorrem associacdes entre a matematica e 0s recursos tecnoldgicos
objetivando fins educacionais, e isso tem sido feito com certa frequéncia e éxito no ensino
superior, além do ensino basico. Os meios que viabilizam essas praticas sao geralmente os
softwares e tipos especificos de hardware (KESSLER, 2008; ALBERTO; COSTA,;
CARVALHO, 2010; FERNANDES, 2012; CARNEIRO; SILVEIRA, 2014; HENRIQUE e
BAIRRAL, 2018). Pensando e agindo sobre esse cenario desafiador de unir matematica e
recursos tecnoldgicos para a educacdo, os docentes e pesquisadores tém executado praticas
utilizando os dispositivos moveis, computadores portéteis, softwares, aplicativos, e plataformas
tecnoldgicas como a do GeoGebra (TEIXEIRA, 2015; MOGNON; DE BARROS, 2012; DA
SILVA; VICTER, 2018; MOLINARI, 2018).

Em Silva e Becker (2016; 2017; 2018a; 2018b) o uso do GeoGebra foi um recurso
recorrente para a elaboragéo, construcéo e implementacéo de atividades online que representam
situacOes-problema. Os resultados foram analisados pelo prisma da epistemologia genética e os
conhecimentos matematicos foram percebidos nos registros dos processos de resolugdo da
situacdo-problema. Esses conhecimentos foram compreendidos mediante a analise de registros
escritos e entrevistas inspiradas no método clinico aplicado por Jean Piaget. Os resultados dao
conta de processos de desenvolvimento de discentes participantes das pesquisas, e revelam
nogdes de funcdo e limites de funcdo e até mesmo a sua conceituacdo. Nesses estudos 0s
conhecimentos matematicos, associados aos applets do GeoGebra, foram descritos e a pesquisa
apresentou como os discentes estabelecem as relagdes entre conhecimentos na tentativa de
solucionar uma situacdo-problema. O Applet é um pequeno software que executa uma atividade
especifica, dentro de outro programa maior, como, por exemplo, um navegador web, ou seja,
as construcdes do GeoGebra sdo executaveis em um navegador da web sem a necessidade de
instalar o préprio GeoGebra.

Silva (2017) em sua tese apresentou um estudo que comporta o uso de applets do
Geogebra na investigacdo de processos de desenvolvimento e aprendizagens com analise
subsidiada pela epistemologia genética. Além do conceito de limite, a pesquisa investigou
tambem os conceitos de funcéo, derivacéo e integragéo.

O GeoGebra é um software matematico ndo comercial disponivel na internet pelo
dominio proprio (goegebra.org). Mas além de ser um software, o site congrega Vvarios recursos,
e nele os usuarios podem realizar um registro pessoal e utilizar o seu perfil pessoal como rede
social e repositorio para suas criacfes. O GeoGebra disponibiliza seus arquivos com extensédo
propria (.ggb), mas funciona sem a necessidade de instalacdo de um programa por ser um
applet. Mesmo sendo um applet, o site disponibiliza o software e aplicativos para diversos
sistemas operacionais (SILVA, 2017; GEOGEBRA, 2019).

Uma acdo didatica é uma acdo intencional e organizada, pensada e executada
metodologicamente, que utiliza recursos de qualquer natureza, analégica ou digital, para a acdo
de ensino e objetiva 0 desenvolvimento cognitivo e as aprendizagens dos discentes (AEBLI,
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1978; ZABALA, 1998; D’AMORE, 2007; BECKER, 2012; BACICH; MORAN, 2018). Uma
forma de avaliar o processo educativo é conhecer as aprendizagens produzidas, ja buscar
compreender as oportunidades de desenvolvimento que emergem desses recursos ajuda a
otimizar a acdo didatica.

Esta pesquisa deriva de uma agdo didatica produzida com alunos de um curso de
graduacdo de uma universidade publica no estado do Maranhé&o durante o ano de 2016, e dessa
pesquisa resultou a tese “Nocdo de limite de fungdes reais e GeoGebra: um estudo em
epistemologia genética”, cujo foco foi o estudo sobre a construcdo do conceito de limite de uma
funcdo real. Um resultado que chamou atengdo foi a constatagdo que o conceito de funcéo é
condicdo necessaria a construcdo do conceito de limite de funcbes reais. Este estudo versara
sobre essa questdo, o conceito de funcdo, cuja conceituacdo pode ocorrer a partir de uma agédo
didatica que utiliza como recurso uma construcdo do GeoGebra sobre o limite da area de um
poligono regular.

Para Dolle (2011, p. 13), “E colocando o aluno diante de situagdes-problema que ele é
solicitado a construir sua solug@o e, assim, a fornecer a explicagdo para estas”, pois segundo
Delval (2002, p. 67), quando o discente age para resolver uma situacdo problema “[...] A
explicagdo ¢ um complemento da acdo [...]”. Tomando como referéncia o que dizem esses
autores, € possivel compreender que a aprendizagem € um processo construtivo que deriva
sobretudo da acdo do sujeito juntamente com o0 seu objeto de conhecimento, e a situagdo
problema ajuda nesse processo; e por outro lado, vé-se a importancia de se pensar sobre as
proprias agdes, 0 que é muito relevante dentro da estruturacdo de uma acédo didatica.

Para orientar a pesquisa buscou-se compreender como o discente constroi o conceito de
funcdo a partir de uma situacdo problema que envolve o conceito de area. A analise utilizara
conceitos da educacdo matematica e da epistemologia genética para explicar os conhecimentos
matematicos suscitados a partir do uso de um applet do Geogebra e registros de respostas de
uma situagéo-problema. Nesse sentido, objetiva-se apresentar os conhecimentos relacionados
pelos discentes ao tentar conceituar funcdo a partir de uma acdo didatica que aborda um
problema sobre area de uma regido poligonal regular.

A didatica e a epistemologia

As tecnologias enriquecem as competéncias humanas e enriquece também 0s processos
de aprendizagem e como comprovacdo desse argumento tém-se a disposicdo um ndmero
expressivo de publicacdes sobre o tema, mas se isso ndo é o bastante, basta observar o quao
presente sdo as tecnologias em nossa sociedade, suprindo necessidades individuais, coletivas,
corporativas e governamentais. As a¢oes didaticas suportadas por tecnologias digitais sao acdes
que encontram amparo dentro do escopo tedrico de varias areas de pesquisa e conhecimento,
dentre essas areas destaca-se a pesquisa em educacdo matematica e a teoria conhecida como
Epistemologia Genética (DOLLE, 2011; MORAN, 2013; BACICH; MORAN, 2018;
LEFRANGCOIS, 2018). Além disso sdo a¢cdes com amplo lastro nas mais diversas orientagdes
curriculares e normativas da educacéo brasileira.

Este estudo se alicerca na Epistemologia Genética quanto a concepcéao de construcao de
conhecimento e na abstracdo reflexionante enquanto teoria de conhecimento. Jean Piaget
buscou explicacdo em suas pesquisas sobre como um conhecimento novo é criado, e no cerne
dessa teoria concebe-se a ideia de que os humanos se desenvolvem cognitivamente agindo sobre
o real e retirando dele as qualidades (abstracdo empirica), mas quando agem sobre as proprias
acOes e coordenacdes das acOes, o individuo retira as qualidades com as quais constroi novas
capacidades (abstracdo reflexionante) (SILVA; BECKER, 2016; 2017; 2018a; 2018b).
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Para Piaget (1995) hé dois tipos de abstracdo, a empirica e a reflexionante. A empirica
¢ a que “[...] se apoia sobre 0s objetos fisicos ou sobre os aspectos materiais da propria agéo,
tais como movimentos, empurrdes, etc. [...]” (p. 5). Essa abstracdo explica a extracdo de
informacdes sensiveis dos objetos, e isso ocorre por meio da a¢do que o sujeito exerce sobre o
objeto. A abstracdo reflexionante “apoia-se sobre as formas e sobre todas as atividades
cognitivas do sujeito [...] para delas retirar certos caracteres e utiliza-los para outras finalidades
[...]” (p. 6). Na abstracao reflexionante o conhecimento ¢ retirado das coordenac6es das agdes
do sujeito, enquanto que a abstracdo empirica retira conhecimento do que é sensivel nos objetos.
A abstracdo reflexionante € responsével pela incorporagdo de novas estruturas a coordenacgao
das acdes ja constituidas nos sujeitos.

Na abstracdo reflexionante existem dois processos continuos e complementares entre si,
um é a reflexd@o e o outro o reflexionamento. Piaget (1995, p. 205) explica assim a relacdo entre
esses processos: “a abstracao reflexionante ¢ a fonte continua de novidades, porque atinge novas
‘reflexdes’ sobre cada um dos planos sucessivos do ’reflexionamento’ e estes se engendram
sem que sua sequéncia seja jamais acabada”. Assim, o reflexionamento conduz um
conhecimento de um determinado patamar para outro superior a ele, enquanto que a reflexdo é
0 processo que € implementado mentalmente para reconstruir e organizar o conhecimento que
chega de um patamar inferior (PIAGET, 1995; BECKER, 2012). Piaget (1995, p. 276) diz que:
“[...] todo reflexionamento de contetidos (observaveis) supde a intervencdo de uma forma
(reflexdo), e os contetidos assim transferidos exigem a construcdo de novas formas devido a
reflexdo [...]”, assim temos um fluxo continuo de processos de elaboragdo, reelaboraciao de
conhecimentos, em que cada projecdo de patamar resulta em uma novidade para a estrutura
cognitiva do sujeito.

Quanto ao processo epistemologico, a abstracao reflexionante ocorre sob duas formas,
uma é a abstracdo pseudo-empirica e a outra € a abstracdo refletida. Na abstracdo pseudo-
empirica o sujeito retira caracteristicas que o préprio sujeito colocou no objeto. Ja a abstracéo
refletida, pode ser entendida como o processo mental de reflexdo da reflexdo, e assim o sujeito
toma consciéncia do processo que o levou a construcdo do conhecimento (PIAGET, 1995;
BECKER, 2012).

Dolle (2011) descreve a acdo como conceito central na epistemologia genética:

Na interacdo, ha o sujeito e ha 0 meio, com todos 0s objetos que ele contém - 0 que
significa também a organizacdo social. Trata-se, para cada um, de se apropriar deles
para se adaptar ao meio, isto é, desenvolver instrumentos de adaptacdo cada vez mais
eficazes e requintados. E por sua acdo transformadora, portanto, sobre os objetos do
mundo exterior que o sujeito transforma a si mesmo desenvolvendo meios de
adaptacdo cada vez mais adequados (DOLLE, 2011, p. 12).

Conforme o que Dolle (2011) afirma, ha um processo importante a ser considerado, a
interacdo. Desse processo associado ao proprio conceito de interacdo, emerge a importancia da
acao que sujeito e objeto exercem entre si com intencdo transformadora, o que resulta no
desenvolvimento e na aprendizagem.

E importante considerar o que diz Dolle (2011, p. 9): “[...] aprender é uma atividade e,
como toda atividade, ela envolve estruturas”, e para Piaget (1995), o conceito de aprendizagem
define-se pela assimilacdo de conteidos. Esse processo ocorre a partir dos esquemas ou
estruturas construidas no processo de desenvolvimento, por abstragdo reflexionante, ou seja, 0
desenvolvimento ocorre associado com a assimilacio. E possivel perceber a relagio entre esses
dois processos, a assimilacdo e o desenvolvimento, pois, 0 sujeito assimila porque se
desenvolve e essa assimilacdo é que conduz a uma novidade agora presente nas estruturas
cognitivas, que se reconfiguram, ou seja, o0 sujeito se desenvolve cognitivamente. Segundo
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Becker (2012, p. 41), “[...] o processo da aprendizagem deve ser radicalmente vinculado ao
processo de desenvolvimento [...]. Desvinculado dele ndo passara de treinamento [...]”. Isso
permite compreender que a acdo & um conceito central para a aprendizagem e o0
desenvolvimento cognitivo, € muito mais que uma palavra, € um elemento que conduz a
aprendizagem e o desenvolvimento, em razdo disso, entende-se que a agdo € um mecanismo de
transformacéo tanto do sujeito quanto do objeto.

Para Lorenzato (2010, p. 19), o processo didatico parte do concreto e “[...] ndo comegar
o ensino pelo concreto € ir contra a natureza humana”. No entanto, deve-se alertar que o
concreto € ponto de partida, e ndo deve ser o ponto central de atencdo do estudante, mas sim a
atividade cognitiva com situacfes que promovam o desenvolvimento e a aprendizagem como
sugere o proprio Lorenzato (2010, p. 20): “O real palpavel possibilita apenas o primeiro
conhecimento, isto €, 0o concreto é necessario para a aprendizagem inicial, embora nao seja
suficiente para que aconteca a abstracdo matemadtica”. As experimentacdes favorecem o
aprendizado, pois privilegiam a acdo entre sujeito e objeto do conhecimento, e a acdo produz o
conhecimento.

A insercdo da epistemologia genética na area da educacdo recebeu de seus operadores
0 nome de construtivismo piagetiano. O construtivismo piagetiano por sua vez fez surgir o
construtivismo didatico e com a abordagem vygotskyana do ensino-aprendizagem fez emergir
uma didatica da matematica. Atualmente a Didatica da Matematica é uma area de pesquisa com
diversas teorias que visam conhecer 0s processos de ensino e aprendizagem e as implicacdes
resultantes desses processos (D’AMORE, 2007; ALMOULOUD, 2007).

Associado ao conceito de acdo didatica, é importante estabelecer o que é uma sequéncia
didatica (SD). Segundo Zaballa (1998, p. 18) sequéncias didaticas: “[...] s2o um conjunto de
atividades ordenadas, estruturadas e articuladas para a realizacdo de certos objetivos
educacionais, que tém um principio e um fim conhecidos tanto pelos professores como pelos
alunos”. A agdo didatica proposta nesta pesquisa ¢ compreendida como uma sequéncia didatica,
pois tem origem e estrutura que se concretiza na atividade de ensino, e finalidade na
aprendizagem. O modelo empregado tem as seguintes etapas: a comunicacdo, o estudo
individualizado ou em grupo, a experimentacao e o registro das respostas.

A atividade proposta como uma situacdo-problema permite etapas de aprendizagem e
desenvolvimento cognitivo “[...] um problema, que tem por objeto a realizagdo ou a descoberta
de uma operagdo, ¢ sempre um projeto de agdo, realizavel por manipulagdes efetivas [...]”
(AEBLI, 1978, p. 97).

A atividade proposta como SD faz uso de um objeto de aprendizagem (OA), um applet
do GeoGebra, que nao pode ser confundido com o objeto que age com o sujeito, pois, segundo
Becker (2012, p. 43), “[...] o termo ’objeto’, que abrange na epistemologia tudo aquilo que o
sujeito ndo ¢, incluindo ali o meio social e fisico, ¢ reduzido a objetos do mundo fisico”.
Segundo ele, isso destroi a contribuicdo da Epistemologia Genética. Portanto, compreende-se
que tanto a SD quanto o OA dessa SD, fazem parte daquilo que compreende o objeto a ser
conhecido.

Objeto de Aprendizagem: Area Maxima (OAMAX)

Objetos de Aprendizagem s&o midias digitais projetadas para o uso educacional. E um
conceito de consideravel amplitude, pois temos uma quantidade consideravel de ambientes,
linguagens e midias de variadas caracteristicas, fazendo que o OA seja um recurso digital que
pode ser utilizado e reutilizado em variados contextos de ensino e aprendizagem (SILVA,
2017).
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O OAMAX

esta  disponivel no site do GeoGebra, no endereco

https://www.geogebra.org/m/wXqcPzSz, e 0 acesso esta aberto ao publico em geral. Associada

a construcdo feita no ambiente GeoGebra, hd uma situacdo-problema que apresenta ao aprendiz
questionamentos para refletir sobre a area de um poligono regular e a relagdo com a medida de
um de seus n lados definidos por dois pontos distintos que pertencem a uma mesma
circunferéncia. Na acdo didatica utilizada nesta pesquisa, essa situacdo problema faz parte da
sequéncia didatica aplicada na pesquisa. Na Figura 1 temos a apresentacdo da interface
navegavel e manipulavel dessa construcao.

Numero de Lados do Poligono Regul{r.

[Atualizar a Figura]

[ Animar-Parar Ponto C| Q B

Area do Poligono = 1.16

[/]vergifico Régua =y =2

Figura 1 — Interface do OAMAX.
Fonte: Silva e Becker (2016, p. 267).

O OAMAX foi explicitado em Silva e Becker (2016) da seguinte maneira:

Esta atividade permite comparar e estimar valores numéricos e formas geométricas.
Permite ainda relacionar a dindmica da situa¢do problema e sua evolucéo gréfica.
Trata a area com enfoque na extensdo de valores ao infinito e valores limite. A
generalizacdo da funcéo ocorre pela andlise dos valores e das formas geométricas
préprias da anélise da dindmica do objeto. Nesta atividade temos uma circunferéncia
(Car) de raio unitario (r = 1) com centro em A e um poligono P,, com n =3, 0
nimero de lados e 0 < [ < d = 2 o comprimento do lado. Esse poligono possui dois
de seus vértices contidos na circunferéncia. A situacdo-problema consiste em
determinar a &rea méaxima, A(P,), que um poligono B, assume no interior da
circunferéncia e fora dela a medida que dois de seus vértices contidos na
circunferéncia se distanciam. [...] O applet possui uma dindmica definida pela
animagao ao clicar no comando, destacado com “C” na figura. Os campos “A” e “B”
permitem modificar o nimero de lado do poligono B, por deslizamento ou pela
entrada numérica respectivamente. No espago “H” o poligono sofre variacdo de sua
area. Marcando o campo “E” torna-se possivel visualizar a evolugdo da variacdo da

4rea de P, em funcéo do lado [ - veja “F”. Em “D” tem-se o valor numérico da area

do poligono P,. E possivel ainda mensurar a area a partir da régua em “G”. (SILVA e
BECKER, 2016, p. 267).

E importante destacar que 0 OAMAX n&o é apresentado como um objeto garantidor de
aprendizagens. O mesmo ocorre com 0s objetos de aprendizagem, ou recurso tecnoldgico
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utilizado para fins de aprendizagem. O OAMAX ou outros recursos tecnoldgicos servem como
um veiculo para experimentacdes, com possibilidade de trocas e transformaces estruturais e
de complexidade entre sujeito e objeto.

As orientaces sobre o uso do OAMAX fazem com que ele se torne acessivel e
manipulavel, mas a medida que o sujeito busca compreender a situa¢do-problema, dependendo
do processo desencadeado, o uso do OAMAX pode ficar cada vez menos frequente se as acdes
levarem a abstracéo refletida. Observe que a utilizagdo do OAMAX permite, através da agdo
didatica, a construcdo de diversos conhecimentos matematicos. Silva e Becker (2016)
descrevem nove desses conhecimentos.

O conhecimento matematico associado a C1(Se n — oo, entdo A(P,) — o) revela uma
sutileza que nédo atende o conceito de fungdo. A variagdo de n implica em uma sequéncia de
areas de poligonos uma vez que se define o comprimento de [ pelas posi¢6es dos pontos B e C
na circunferéncia.

O conhecimento C2 (A variacdo da area A(P,) € em funcéo de I) manifesta-se quando
o individuo expressa as no¢des sobre o conceito da area de um poligono com nimero de lados
definidos. Note que esse conhecimento tem origem quando é definido o valor do lado [. Para a
medida [ de um poligono B, , tem-se uma area A(P,). Se [ sofre variagéo para outro valor agora
definido por essa variagdo, mantendo fixo o valor de n, a &rea varia por uma lei matematica que
depende de I.

O conhecimento C3 (I varia a medida que C se distancia de B) naturalmente antecede
C2 e pode resultar em C4 (O comprimentodel é 0 <[ < d = 2).

Para os conhecimentos C5 e C6, se tivermos um nimero de lados definidos n > 3, entdo
A(B,) = L, e teremos C5 (L é area maxima se [ » 2r =d =2, pois 0 < [ < d = 2), caso
contrario, teremos C6 (L é area minima, se l - 0,pois0 <[ < d = 2).

Para o conhecimento C7 se manifestar deve ser considerada a circunferéncia C,, € 0
poligono B, ={V; =B,V,=C,V;=D,..,.V; =B} de vértices V e area A(R,). O
conhecimento C7 (A area A(B,) € maxima no interior da circunferéncia se os veértices de P,
estdo contidos na circunferéncia C, ,, €, subsequentemente, equidistantes de seu antecessor e

sucessor na medida de % A compreensdo de C8 (Se % - 0, entdo A(P,) —» mr?) depende de

C7. O conhecimento C9 (Relacionar a funcdo A(P,) com seu gréfico e analisar a area maxima
como limite dessa fungdo) é um conhecimento mais complexo de ser construido, pois depende
do conceito de funcéo, entender a &rea como uma funcéo e conceituar limite de funcgdes.

Este estudo, no entanto, terd como foco os registros que sugerem processos de
construcdo dos conceitos de funcdo e area. Para o atendimento da pesquisa ressalta-se 0s
resultados dos alunos que mobilizaram os conhecimentos C2, C3, C5 e C6. Esses
conhecimentos atendem & construgdo do conceito de fungéo e area do poligono.

Na expectativa de que o sujeito possa agir com 0 OAMAX, a analise da situacéao-
problema é feita pelo discente considerando: I) P, interno a circunferéncia, C4,, com P, N
Cysr =1{B,C} ouP,NnCy, ={B,C,D,E, ...}, OU Seja, todos 0s Vértices de P, na intersecéo de
Car; )P, NCyyr ={B,C}, B, com (n — 2) vértices externos a circunferéncia Cy ,-.

No Quadro 1, os discentes foram identificados pela letra M, acompanhada da ordem de
apresentacdo dos registros de respostas nas planilhas. Para cada discente foram agrupados 0s
conhecimentos que se destacam a partir da analise dos registros de respostas apresentados em
Silva e Becker (2016).
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Quadro 1- Conhecimento matematico apresentado pelos discentes.
ID [ Cl | C2 | C3 | C4|C5[C6|C7 | C8|CY

M1

M4 X
M5
M6 X
M7
M13

M14

X
x

X

X
X

X

X O[X X X | X [X
X [ XX |X|X [X
X O[X X |IX]|X [X
X O[X X |IX]|X [X

X

M15 X X X X X X
Fonte: Adaptado de Silva e Becker (2016, p. 269).

Nesse quadro estéo registrados os conhecimentos manifestados pelos discentes ao tentar
explicar suas respostas sobre a situacdo-problema. Em Silva e Becker (2016), os autores
destacaram as relagbes R1 (C5 — C2); R2 (C6 —» C2) e R3 ((C7 v €8) = (C1 A C2)). Essas
relaces de implicacdo estdo centradas no conceito de limite com o conceito de funcéo. Essas
relacfes sdo expressas utilizando a simbologia da légica proposicional, considerando serem
verdadeiros os conhecimentos de C1 a €9. A R1 diz que se foi estabelecido C5, entdo é
consequéncia de €2, mas ndo somente de C2, pois ha que se considerar a agdo como processo
préprio entre sujeito e objeto (interagcdo). De forma correlata R2 apresenta C6 e C2. Na relacdo
R3 os sujeitos apresentaram os conhecimentos C7 ou C8 porque apresentaram e utilizaram C1
e C2, alem da interacdo para mobilizar esses conhecimentos. Neste estudo sdo destacados 0s
conhecimentos que se manifestam ao serem registradas as no¢des de area e funcdo no
formuléario online.

Percurso Metodoldgico

Esta pesquisa é de natureza aplicada. Quanto aos objetivos, € descritiva/explicativa e
sua abordagem é qualitativa (PRODANOV; FREITAS, 2013). O l6cus da pesquisa é a
Universidade Federal do Maranh&o. Do universo de alunos foi selecionada uma amostra pela
disciplina Calculo Diferencial e Integral (CDI), ofertada no primeiro semestre de 2016. A
escolha da disciplina e a amostra dos discentes deu-se em razdo da atuacdo docente do autor
deste artigo, aproveitando o espaco da sala de aula para a realizacdo de pesquisas que
objetivaram obter dados para elaboracdo da Tese “Nocdo de limite de fungbes reais e
GeoGebra: um estudo em epistemologia genética”, defendida em 2017, na Universidade
Federal do Rio Grande do Sul.

O objeto de aprendizagem Area Méaxima (OAMAX) foi disponibilizado online como
parte do material curricular utilizado para as acdes didaticas e metodoldgicas que visam o
desenvolvimento cognitivo dos individuos e a aprendizagem dos conteldos matematicos da
disciplina CDI.

O OAMAX foi projetado e criado pelo autor utilizando o software GeoGebra. A ideia
central € que o discente possa inicialmente observar e agir com 0 OAMAX, e em seguida agir
cognitivamente para aprender sobre a relagdo dos conceitos de fungdo e area, e assim,
desenvolver-se cognitivamente. Nesta pesquisa participaram 15 (quinze) dos 19 (dezenove)
alunos matriculados na disciplina. A aceitacdo para participagdo da pesquisa ocorreu por termo
de consentimento livre e esclarecido (TCLE). Outros trés alunos responderam, mas nao haviam
autorizado o uso de suas respostas até a elaboragdo deste texto, tendo assim seus registros
ignorados para esta pesquisa. Foi registrada uma evaséo na disciplina.
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Foi planejada uma acdo didatica, que se configura como uma sequéncia didatica,
configurada para o desenvolvimento desta atividade da seguinte maneira:
1) Apresentacdo do OAMAX e suas funcionalidades:
O OAMAX fez parte da unidade de conteddo que trata de limite de fungdes de uma
varidvel real. Nessa unidade o OAMAX foi apresentado ao discente e suas
funcionalidades foram explicadas sob o ponto de vista técnico da utilizacdo do controle
deslizante e caixa de entrada. Essa acdo didatica foi concebida em uma sequéncia
didatica para o desenvolvimento e a construcdo do conceito de limites de funcoes.
2) Interagdo com 0o OAMAX:
A partir de uma situacdo-problema de area maxima que relaciona um poligono e um
circulo, foi solicitado que o discente buscasse responder a situacao-problema, e para a
obtencdo de possiveis respostas era possivel interagir aluno e 0o OAMAX.
Orientacéo e questdes:
1) A circunferéncia é de raio unitario.
2) O poligono tem sua &rea aumentada a medida que seu lado aumenta em
decorréncia do distanciamento de dois de seus vértices contidos na circunferéncia.
O poligono tem area maxima?
3) Ha alguma relacédo entre o poligono e o circulo? Se sim qual €? Se ndo, entdo
justifique.
4) Descreva esse processo utilizando limite de funcdes se houver relagdes.
Ap0s esse processo foi solicitado que o discente registrasse as suas observagdes em um
formulario online, cujas respostas ficaram armazenadas no Drive da Google. A
atividade néo foi obrigatoria.
3) Organizacéo e Selecéo:
As respostas foram organizadas em uma planilha eletronica, propria do Drive. Essa
planilha foi descarregada e editada offline. Para a organizagdo dos dados foi observada
a autorizacdo de inclusdo dos registros de respostas na pesquisa, e para isso verificou-
se 0 aceite do TCLE. Foram obtidos 18 (dezoito) registros de respostas. Desse total, 15
(quinze) registros foram autorizados. A identificacdo nao foi solicitada, mas as respostas
foram codificadas para a analise. Nas planilhas, as respostas foram organizadas por
linhas e cada pergunta corresponde a uma coluna.
4) Analise:
A andlise privilegiard conhecer e representar pela Epistemologia Genética as no¢des ou
conceitos de funcdo e area, apresentados pelos alunos. Utilizando como base o Quadro
1, serdo analisados os resultados dos alunos que mobilizaram os conhecimentos C2, C3,
C5e Cé6.

Andlises

Para realizar as andlises, as respostas foram ordenadas por cada discente devidamente
identificado. O conjunto de registros aqui analisados resulta das observacgdes feitas pelos
discentes em uma atividade individual. As informacdes foram coletadas por meio do formulério
do Google Drive disponibilizado no OAMAX. Pelo Quadro 1, destacam-se os alunos M1, M4,
M5, M6, M7, M13, M14 e M15 por estes apresentarem os conhecimentos C2, C3, C5e C6 em
seus registros de respostas.

M1 inicialmente fez (C5) — (C3), depois apresentou, (C5 A C6) — (C3 A C2). Afirma
que a &rea maxima do poligono B, ocorre quando I1=2 “o processo para a obtengdo da area
maxima do poligono regular, ocorre quando o ponto C inscrito no circulo tende a se distanciar
do ponto B, assim o valor da area do poligono vai tendendo a ser cada vez maior até atingir o
valor maximo possivel, que sera o valor 1=2 [...]”. M1 nao considerou o poligono B, inscrito
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na circunferéncia C4,. Nesse registro M1 considerou um valor de n fixo, fazendo o
comprimento do lado tender ao valor maximo, 1=2, e esse processo é obtido por abstracdo
pseudo-empirica, pois para retirar caracteristicas ele projeta 0 que ndo ha no objeto, como
exemplo destaca-se a forma que o poligono assume, ou ainda o comprimento maximo do
segmento BC, dentre outras. A relacdo feita pelo discente entre o lado, a area e seu valor
maximo, por meio da variacdo da forma dos poligonos, ocorre por abstracdo refletida,
antecedida da pseudo-empirica. Outra resposta em que se observa registros por abstracdo
pseudo-empirica ¢ quando afirma “Os Pontos {C, D, B} formam um poligono regular inscrito
no circulo [...] ocorrendo assim a aproximacao e distanciagdo dos seus lados [vértices] quando
0s pontos estdo se movimentando, e assim vao criando valores reais na area do circulo”. O
poligono, o circulo e a variagdo dos comprimentos sdo conceitos que o sujeito observa porque
antes ele os colocou 14, veja: “Os pontos inscritos na circunferéncia estdo se movendo, criando
areas maximas e minimas, os pontos no circulo tendem uns aos outros, criando assim um limite
maximo e minimo para o poligono regular”. Este Gltimo trecho sugere que o aluno realizou
processos de abstracdo refletida, pois, mantendo o poligono inscrito na circunferéncia se fizer
n - oo, entdo A(P,) - mr2.

M4 inicialmente fez (C5 A C6) — (C3), depois apresentou, (C5 A C6) = (C3 A C2).
Acredita ser possivel obter a area maxima “[...] pois observamos que ao se distanciar de B, o
vértice C, estabelece uma &rea para |=2, sendo esta, a [Area] maxima que atinge, ndo
importando a quantidade n [de lados] do poligono [...] e quando eles estao se aproximando,
tende para zero”. Por abstracdo pseudo-empirica apresenta inicialmente o conhecimento C3, e
C5 e, por abstracdo refletida, apresenta C6 e C2, ¢ o que fica explicito na sequéncia: “Podemos
dizer que | é o ponto maximo da funcdo [A area estd em funcdo de I], se B e C estiverem
respectivamente em 1 e -1 [r=2]. E ainda podemos notar que para um n maior (n>/= 3) a
imagem tende para o infinito”.

M5 inicialmente apresenta como uma nocdo de area que considera o poligono B, inscrito
na circunferéncia, mas nao estabelece nenhuma relagdo com o comprimento do lado I, o que s
ocorre depois, apresentando (C5 A C6) — (C3), quando relaciona com a deformacdo da area
pela variacdo do comprimento do lado | e relaciona com o grafico da funcdo do OAMAX,
chegando a relacionar que (C5 A C6) — (C3 A C2). Afirma que “[...] quando o poligono esta
na sua area maxima, ou seja, esta dentro da circunferéncia, a &rea desse poligono é igual a
1,73 e a area do gréfico é igual a 1,73 [...] a area e a imagem [na representacdo grafica da
imagem da fungdo em um sistema cartesiano do OAMAX] coincidem ente si [...] quando o
ponto C do poligono esta na metade da circunferéncia, o limite da imagem reduz, sendo assim
a imagem tender& a zero do mesmo modo a area, ao mesmo ponto que C [ponto C] [...]”. Aqui,
0 aluno procede com uma analise comparativa de recursos do OAMAX, que é a evolucao
grafica do valor atribuido a area e o display de valor da area do poligono de n lados. Esse
processo de andlise, feito por esse aluno, inicia pela abstracdo pseudo-empirica quando percebe
a equivaléncia das caracteristicas expostas graficamente, mas na sequéncia o que se observa é
a conclusdo por um processo de equivaléncia da area de P, com a imagem da funcdo, e isso
ocorre por abstragdo refletida. Prossegue dizendo que “[...] quanto mais C [ponto C] se
aproxima de b [ponto B], a &rea maxima vai aproximando de zero até ser o proprio zero [...]”
e depois afirma novamente que “[...] quando o ponto C do poligono estd na metade da
circunferéncia, o limite da imagem [no gréafico da funcéo que representa a area do poligono]
reduz, sendo assim a imagem tenderé a zero do mesmo modo a area, ao mesmo ponto que C
[ponto C] se aproxima de b [ponto B] tendera a zero, e o limite da area do poligono é 2
[visualmente] que é a imagem da func¢é@o, quando o poligono chega em sua area maximal”.
Neste trecho anterior, vé-se que que a abstracdo pseudo-empirica antecede a abstracéo refletida,
que ocorre pelo constante processo de reflexionamento e reflexao.
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M6 inicia com os conhecimentos C3 por abstracdo pseudo-empirica, e C6 por abstracao
refletida (C6 — C3) e diz: ““[...] quando o ponto C da circunferéncia tende a se aproximar do
ponto B gréfico da circunferéncia, ocorre aproximacdo de seus respectivos lados”, e a
implicacdo disso é C6. Considera que o poligono tem area maxima quando B, esta inscrito na
circunferéncia C4 - “Quanto maior o numero de lados do poligono inscritos no circulo, maior
sera a sua area maxima, sendo maior a area do poligono também, quanto maior o nimero de
lados, mais proximo de uma circunferéncia serd seu formato e fora da circunferéncia sera
quando o lado for 27, e, aqui, além de definir que (C5 — C2), ele constroi €8, ambos 0s casos
por abstracdo refletida. E assim M6 apresenta a relagdo (C6 — C3) A (C5 — C2).

M7 apresenta registros semelhantes aos de M5. “[...] quanto mais ¢ [ponto C] se
aproxima de b [ponto B] a area maxima vai aproximando de zero [...] [tende] ser o préprio
zero [...] quando o ponto C do poligono estd na metade da circunferéncia, o limite da imagem
reduz, sendo assim a imagem tendera a zero [...]”. Inicialmente constréi (C5 A C6) — (C3),
chegando a relacionar que (C5 A C6) — (C3 A C2).

Inicialmente M13 constroi C3 por abstracdo pseudo-empirica. Afirma que a area
maxima ocorre “[...] quando o ponto C se distancia do ponto B. O valor da area desse poligono
vai tender a um nimero cada vez maior. Até atingir o valor maximo[...]” chegando a construir
C5 e C2 por abstracdo refletida, ou seja, (C5 — C€3) A C2. E aqui se revela a construgédo de C6:
“Quando o ponto C da circunferéncia se distancia do ponto B. Ocorre a aproximagao dos seus
lados. Atingindo o valor minimo ou maximo da circunferéncia. [...]”, fazendo (C6 — C3) A
C2. Aqui o aluno registra o conhecimento €8: [...] quanto maior o numero de lados o poligono
regular assumir, mais proximo de uma circunferéncia sera seu formato [variando n e ajustando
para o poligono P, ficar inscrito]. Constréi um poligono regular com &rea maxima e minima
na circunferéncia. Pois o0s pontos do circulo tendem a se aproximar do ponto B”. Dessas duas
relacGes de conhecimentos tem-se a relacdo resultante ((C5 A C6) — C3) A C2.

M14 apresenta o conhecimento C6 por intermédio de C3 (C6 — (C3), 0 que ocorre por
abstragdo refletida “[...] quanto mais ¢ [ponto C] se aproxima de b [ponto B] a area maxima
[de B,] vai aproximando-se de ser o préprio zero”. O discente utiliza caracteristicas do
OAMAX como a deformacédo do poligono B, e o grafico da evolugdo do valor da area de Py:
“[...] quando o poligono esta em sua area maxima, ou seja, esta dentro da circunferéncia, a
area desse poligono € igual a 1,73 e a area do grafico é igual a 1,73, a area e a imagem
coincidem entre si [...]”. Nesse relato o discente considera a area maxima de B, inscrito na
circunferéncia. O discente constroi a relagdo entre funcdo e &rea da seguinte forma: “[...]
guando o [lado do] poligono esta na metade da circunferéncia tem a area maxima. O limite da
imagem reduz, sendo assim a area da imagem tendera a zero, e a area do poligono chega a
sua area minima”, o que ¢ possivel relacionar como (C5 A C6) = (C3 A C2).

M15 afirma que “[...] 0 processo para a obtencdo da area vai ocorrer quando o ponto
C da circunferéncia se distancia do ponto B no eixo vertical, vamos perceber que o valor da
area do respectivo poligono vai tendendo a um valor cada vez maior [...]”, nesse registro temos
(C5 = (C3). Na sequéncia diz: “Ocorre um processo de um ponto tender a outro pela
circunferéncia até ocorrer a aproximacao dos lados dos poligonos que irdo atingir valores
maximos e minimos conforme os pontos vao variando na circunferéncia [...] Quanto maior for
0 numero de lados inscritos no poligono, maior vai ser sua area maxima, ficando maior tambem
a area do poligono, e quanto mais lados no poligono obtiver mais proximo de um circulo ou
circunferéncia vai ser a sua forma”. Esse relato mostra a relacdo que o aluno faz da variacéo
do comprimento do lado com a deformagdo do poligono e consequentemente a area desse
poligono. Faz a variagdo de n mantendo os vertices do poligono na intersecédo da circunferéncia,
mobilizando C1 e €8, inicialmente por abstracdo pseudo-empirica, fazendo uso dos recursos do
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OAMAX, como por exemplo o controle deslizante, obtendo uma sequéncia de poligonos de

lado I = BC. Para M15, a relag&o do conceito de funcéo e area é (C5 A C6) — (C3 A C2).

Ap0s a analise dos registros foi possivel identificar trés grupos de desenvolvimento que
apresentaram os conceitos de fungéo e area. Esses conceitos foram manifestados pelas relacGes
(C5AC6) = C3)AC2, (C6— C3)A(C5 — C2), (C5AC6) = (C3AC2).

Considerac0es finais

Os processos de interacdo realizados entre sujeito e objeto de conhecimento, de um
modo geral, sdo dificeis de serem retratados. A proposta é apresentar como 0s conceitos de area
e funcdo sdo construidos, tomando como referéncia os registros de respostas de discentes,
resultantes da interacdo entre eles e 0 objeto de aprendizagem de uma sequéncia didatica. A
arquitetura do objeto de aprendizagem proposto na sequéncia didatica tem campos que
permitem a entrada de valores e controle deslizante com a mesma funcdo de entrada, mas podem
alterar progressivamente e regressivamente esses valores, o que facilita a visualizacdo dos
efeitos da acdo de mudar valores, gerando uma dindmica visual na forma e valores préprios do
poligono B,. De um modo geral, as a¢cdes de modificar os parametros no comando entrada de
valores, favoreceram a abstracdo empirica e a abstracdo pseudo-empirica mediante a
coordenacao das acdes possivelmente mobilizadas na atividade proposta. Os casos de maior
atividade de interagdo, com processos de reflexdo e reflexionamento, permitiram a construcao
dos conceitos de funcdo e area pela abstracdo refletida. Inicialmente esses processos sao
possiveis com o uso do OAMAX e das coordenacBes de agdes existentes, e em seguida,
internamente com elevacao da atividade cognitiva, alternando entre os processos da reflexao e
do reflexionamento, como se fossem niveis de percepcdo do objeto de conhecimento. Para o
atendimento do problema da pesquisa, foram analisados os registros de respostas dos discentes
que apresentaram os conhecimentos C2,C3,C5 e C6, totalizando oito discentes. Foram
observadas trés relacGes de conhecimento em trés grupos diferentes. Essas relacbes sao
resultantes das manifestacdes dos conceitos de funcdo e area. A relagdo (C5 A C6) - C3) AC2
é apresentada por M13 ao se observar os conhecimentos €2, C3, C5 e C6 assim relacionados:
(C5 - C3)AC2¢e(C6 — C3)AC2.Um grupo formado por M1, M4, M5, M7, M14 e M15
apresentaram a relacdo (C5 A C6) —» (C3 A C2). Desse grupo, M1 e M15 mobilizaram o0s
conhecimentos C3 e C5 (C5) — (€3); M14 mobilizou os conhecimentos C3 e C6 (C6 — C3);
M4, M5 e M7 mobilizaram €3, C5 e €6 como (C5 A C6) — (C3). M13 apresentou a relacéo
(€6 —» C3) A(C5 — (2), manifestando os conhecimentos C3 e C6 como (C6 — C3) eC2e
C5 como (C5 — €2) de maneira progressiva. Dessas trés relacdes, observa-se a mobilizagédo
dos conhecimentos C2 e €3 implicando na manifestacdo dos conhecimentos C5 e €6, ou seja,
a partir dos resultados obtidos foi possivel constatar a construcdo do conceito de area em
decorréncia da construcao do conceito de fungdo. Quanto a utilizacdo de applets do Geogebra,
0 objeto OAMAX mostrou-se eficiente para a mobilizagdo de conhecimentos e construgéo dos
conceitos de funcéo e area.
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